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算法很重要

算法设计与分析是计算机科学核心研究领域

研究生面试、机考

排序O(n)?

考研专业课

互联网公司必考 科研基础 相关竞赛

计算机组成

数据结构

操作系统

计算机网络

其他专业课基础



4

算法是什么

欧几里得辗转相除法 埃拉托色尼质数筛法
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算法解决实际问题的过程

1.提问：提出问题

2.建模：抽象出合理数学模型

3.设计：探讨算法设计技术

4.编程：给出算法形式描述

5.分析：对算法正确性和效率进行论证

6.推广：对结果进行推广
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贪心算法例题一览

教材风格 竞赛风格

区间调度，区间分割

最小延迟调度

离线最优缓存

最佳找零

最小生成树

哈夫曼树

策略题：分牌(NOIP2002)，过河(POJ1700)，

赛马(POJ2287)

区间题：铺路(POJ2437), 排班

赶工调度：赶作业(HDU1789), 打陨石

(GYM100247I)，超市(POJ1456)

7



策略 均分纸牌

计蒜客 T2158  NOIP2002
N堆纸牌，每堆𝑎𝑗张，每次在相邻牌堆之间移动牌(一次可多张)，最后每堆牌数量相等
求最小移动次数，输入保证牌总数为N的倍数
输入:  n ; a1,a2,……，an;
输出：最小移动次数

样例输入：4
9 8 17 6

样例输出：3

样例输入：3
9 10 11

样例输出：2

8

演示：基本编程



策略 过河问题

POJ1700 有n人要过河，小船最多坐两人，每个人划船时间𝑡𝑗，两人同乘以慢的为准
求所有人过河的最小总时长
输入:  n ; t1,t2,……，tn;
输出：所有人过河的最小总时长

样例输入：4
1 2 5 10

样例输出：17
解释： 1号和2号过河(+2)，1号回来(+1)，3号和4号过河(+10),2号回来(+2),1号和2号
过河(+2)。总时长17。

9

演示：排序



策略 田忌赛马

《史记 - 孙子吴起列传第五》：齐使者如梁，孙膑以刑徒阴见，说齐使。齐使以为奇，窃
载与之齐。齐将田忌善而客待之。忌数与齐诸公子驰逐重射。孙膑见其马足不甚相远，马
有上、中、下辈。于是孙膑谓田忌曰：“君第重射，臣能令君胜。”
田忌信然之，与王及诸公子逐射千金。及临质，孙子曰：“今以君之下驷与彼上驷，取君
上驷与彼中驷，取君中驷与彼下驷。”既驰三辈毕，而田忌一不胜而再胜，卒得王千金。

问题：诸公子不服，购良马再战。田忌和齐王各有n匹马，给出每匹马的速度值𝑡𝑖 , 𝑞𝑖
求：田忌最多净胜几场
输入:  n ; t1,t2,……，tn; q1,q2,……，qn
输出：田忌最多净胜场次
样例输入 3

92 83 71
95 87 74

样例输出 1
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策略 田忌赛马

问题：POJ2287 田忌和齐王各有n匹马，给出每匹马的速度值𝑡𝑖 , 𝑞𝑖
求田忌最多净胜几场
输入:  n ; t1,t2,……，tn; q1,q2,……，qn
输出：田忌最多净胜场次
样例输入 3

92 83 71
95 87 74

样例输出 1

牛刀：二分图最大权匹配，最小费用最大流算法

11https://blog.csdn.net/u013514722/article/details/38317509



区间 区间调度，区间分割

区间调度：SJOJ1360 某天有n个活动，每个时间 [𝑠𝑗 , 𝑑𝑗]，同一时间只能参加一个活动
求：一个人当天能参加的最多活动数
输入:  n ; s1,s2,……，sn; d1,d2,……，dn
输出： 一个人最多能参加的活动数

区间分割：某天有n个活动，每个时间 [𝑠𝑗 , 𝑑𝑗]，同一时间只能参加一个活动
求：至少多少个人才能参加完所有活动
输入:  n ; s1,s2,……，sn; d1,d2,……，dn
输出： 能参加完所有活动的最少人数
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区间 区间覆盖

POJ2437 一条直路有n个坑，每个范围 [𝑠𝑗 , 𝑑𝑗]，用长度𝐿的木板铺平坑，求最少木板数.
输入:  n ; s1,s2,……，sn; d1,d2,……，dn
输出： 最少的木板数

换壳: 考试前一天有n个同学来问问题，每个预约时间范围 [𝑠𝑗 , 𝑑𝑗]，有工作时长𝐿的助教
求：最少的助教数。

加强版： SJOJ1991 考试前一天有n个同学来问问题，每个预约时间范围 [𝑠𝑗 , 𝑑𝑗]，助教只
有m个，每个工作时长必须相等。
求：助教最短工作时长

13

演示：排序



区间 区间插点

POJ1328 近海有n个岛，在海岸线上装雷达来监测，雷达半径d，每个岛坐标 (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)

求最少雷达数.
输入:  n,d ; x1,y1,x2,y2,……，xn,yn;
输出： 最少的雷达数

14

问题转化：给n个一维闭区间，找出最少的
点，保证每个区间至少有一个点

注：解题代码稍长，可以留着以后写

https://blog.csdn.net/iteye_18955/article/details/82046401?utm_medium=distribute.pc_relevant.none-task-blog-2%7Edefault%7EBlogCommendFromMachineLearnPai2%7Edefault-

1.baidujs&depth_1-utm_source=distribute.pc_relevant.none-task-blog-2%7Edefault%7EBlogCommendFromMachineLearnPai2%7Edefault-1.baidujs



赶工 最小权最小延迟调度

变式1:有n个作业，每个需𝑡𝑗天完成。第𝑗个没按时完成每天扣 𝑐𝑗分，截止日期𝑑𝑗。
安排顺序最小化总扣分.
输入:  n ; t1,t2,……，tn;  c1,c2,……，cn; d1,d2,……，dn
输出： 最小的总扣分

变式2:有n个商品，每个需𝑡𝑗天卖出。第𝑗个按时卖出赚 𝑝𝑗 钱，保质期𝑑𝑗。
安排顺序最大化总收入.
输入:  n ; t1,t2,……，tn; p1,p2,……，pn; d1,d2,……，dn
输出： 最大的总收入
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赶工 最小延迟调度

问题：有n个作业，第𝑗个需要 𝑡𝑗 天完成，截止日期𝑑𝑗，安排顺序最小化总延迟.

注：如果作业𝑗在𝑓𝑗天完成，则延迟为 𝑙𝑗 = max{0,𝑓𝑗 − 𝑑𝑗 }, 最小化L = σ𝑗 𝑙𝑗

输入:  n ; t1,t2,……，tn; d1,d2,……，dn

输出： 最小的总延迟L

16



赶工 最小权延迟调度

HDU1789:有n个作业，每个需1天完成。第𝑗个没按时完成扣 𝑐𝑗分，截止日期𝑑𝑗。
安排顺序最小化总扣分.
输入:  n ; c1,c2,……，cn; d1,d2,……，dn
输出： 最小的总扣分

POJ1456:有n个商品，每个需1天卖出。第𝑗个按时卖出赚 𝑝𝑗 钱，保质期𝑑𝑗。
安排顺序最大化总收入.
输入:  n ; p1,p2,……，pn; d1,d2,……，dn
输出： 最大的总收入

17

演示：优先队列，多输入



C
O

N
T

E
N

T
S

02

01

03

04

C
O

N
T

E
N

T
S

02 贪心例题

01 算法概述

03 近似算法

04 次模函数



19

计算复杂性——NP相关概念

有一些难度夸张问题：停机问题，打印全部排列
计算问题的复杂性：有P, NP, NP完全, NP难 ,PSPACE这些难度限制级
容易搞不清的是NP,NP完全(NPC) 和NP难(NPH)这三个概念

https://blog.csdn.net/qq_27328865/article/details/89468384

https://blog.csdn.net/weixin_44810016/article/details/103394067

P类问题：存在多项式时间求解算法的问题
NP类问题：存在多项式时间验证算法的问题

如旅行商问题的判定形式
NP难问题：“通吃”所有NP问题的问题

如逻辑电路问题
NP完全问题：是NP问题；是NP难问题

逻辑电路问题
0-1整数规划
旅行商问题
……
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计算复杂性——NP完全问题

https://blog.csdn.net/qq_27328865/article/details/89468384

新千年世界七大数学难题
1.P=NP?

2.霍奇猜想
3.庞加莱猜想 √2006年8月,佩雷尔曼
4.黎曼假设 疑似解决
5.杨-米尔斯存在性和质量缺口
6.N-S方程的存在性与光滑性
7.BSD猜想

NP完全问题举例：旅行商问题(TSP)

给定n个城市和两两距离，问是否存在一条
长度不大于D的环游路线
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计算复杂性——NP完全问题举例

简称 全称 中文名

SAT Boolean Satisfiability 可满足性问题

BP Bin Packing 装箱问题

KP Knapsack Problem 背包问题

JSP Job Scheduling Problem 任务调度问题

IP Integer Programming 整数规划问题

简称 全称 中文名

TSP Traveling Salesman Problem 旅行商问题

VRP Vehicle Routing Problem 车辆路径问题

MaxCut Maximum Cut 最大割问题

MVC Minimum Vertex Cover 最小顶点覆盖问题

MC Maximum Clique 最大团问题

MIS Maximum Independent Set 最大独立集问题

MCP Maximum Coverage Problem 最大覆盖问题

MDS Minimum Dominating Set 最小支配集问题

GC Graph Coloring 图着色问题

GM Graph Matching 图匹配问题

图论组合优化问题 组合优化问题

背包问题：给定n个物品的价值𝑣𝑖
和重量𝑤𝑖,背包容量W，求最大价值

动态规划算法复杂度O(nW)

多项式算法？ 伪多项式算法！



近似算法——三种求解NP完全问题的路线之一

22

NP完全问题的含义——三者不可兼得
・ 算出问题的最优解.

・ 算出大规模问题的解（或者说多项式时间算法）.

・ 算出任意形式问题的解。

NP完全问题的解法
・ 不要最优解——近似算法，启发式搜索.

・ 不要大规模——指数级搜索.

・ 不要任意形式—— 求解特殊形式(如二分图最小点覆盖)

近似算法思路：贪心法、线性规划舍入、划分……



近似算法设计策略

23

《近似算法的设计与分析》 (堵丁柱 葛可一 胡晓东)



近似算法——贪心

三个例题 贪心近似算法

负载均衡：n个作业，每个处理时间𝑡𝑗 ,分配
给m个机器，使得负载最大的机器工作时
间最短

中心选址： n个客户地点，选择k个中心，
使得每个客户到最近中心的最大距离最短

集合覆盖：给定全集U 和n个子集𝑆𝑗 , 选择
每个子集的代价为w𝑖，是否可以选择总权
重不超过k的𝑆𝑗，使ڂj=1

𝑘 𝑆𝑗 =U

负载均衡：最短分配，近似比2
排序后最短分配，近似比1.5

中心选址： 对中心半径r进行二分搜索，
以客户点为中心，每次加最远点，近似比2

集合覆盖：贪心选择
w𝑖

|𝑆𝑖∩𝑅|
的子集，其中R

为全集中尚未被覆盖的元素。

近似比：𝐻 max 𝑆𝑖 = σ
𝑖=1
max|𝑆𝑖| 1

𝑖

24



近似算法——不可近似性

旅行商问题有近似算法 TSP不存在多项式时间𝜶-近似算法

若假设距离满足三角不等式 |AB|+|AC|≥|AC|

最小生成树算法：近似比2

Christofides 算法：近似比1.5

复杂度𝑂(𝑛2 log 𝑛)

TSP的不可近似比是123/122

否则NPC问题哈密顿回路问题就有多项式解

除非P=NP

25

• 贪心1最近邻算法(类似Prim)
• 在每次没到过的点中选最近的

• 近似比1 +
log 𝑛

2

• 贪心2(类似Kruscal)
• 每次连接距离最近的两个不连通的

点

• 近似比
1

2
+

log 𝑛

2

• 插入算法 Insertion Algorithm
• 选择一个节点，插入环路中
• 最小 cheapest / 最近 nearest / 

最远 fastest / 随机 random

TSP不存在常数近似比算法的证明：《近似算法的设计与分析》 (堵丁柱 葛可一 胡晓东) P26



• 最小生成树算法
• Kruskal/Prim算法得到最小生成树
• DFS这棵树，访问点的顺序即为TSP路径
• 2近似比：算法路径长≤2倍最小生成树长度≤2倍TSP最优解去掉任何一条边

近似算法——TSP



• Christofides Algorithm
• 最小生成树T
• T中度数为奇数的顶点集O，O有偶数个顶点
• 构造O在原完全图上的最小完全匹配M
• M和T合并，得到H，其中每个顶点都是偶数度的
• H可以形成一个欧拉回路
• 将欧拉回路改造为哈密尔顿回路：跳过重复点
• 近似比：3/2，时间复杂度：𝑂(𝑛2 log 𝑛)

近似算法——TSP



C
O

N
T

E
N

T
S

02

01

03

04

C
O

N
T

E
N

T
S

02 贪心例题

01 算法概述

03 近似算法

04 次模函数



贪心算法理论初步——次模函数、独立系统、拟阵

离散数学概念 贪心算法结果

1. 次模函数

2. 独立系统、拟阵

1. 单调非负次模函数𝒇(𝑺)最大化问题的

贪心算法近似比𝟏 −
𝟏

𝒆

2. 证明最小生成树、任务调度问题(最小超
时惩罚)贪心算法的最优性

29
次模优化 https://alan20210202.github.io/2020/07/06/PACT0704/

拟阵 https://www.luogu.com.cn/blog/cpp/ni-zhen-yu-zui-you-hua-wen-ti

https://alan20210202.github.io/2020/07/06/PACT0704/
https://www.luogu.com.cn/blog/cpp/ni-zhen-yu-zui-you-hua-wen-ti


• “效用” = “效益” = “满意度”。

• 边际效用：新增加的最后一单位的“消费”所获得的“效用”（“满
意度”）。

• 边际效用递减规律：同一享乐不断重复，则其带来的享受逐渐递减。
• 当消费者消费某一物品的总数量越来越多时，其新增加的最后一单位物品的

消费所获得的效用（即边际效用）通常会呈现越来越少（递减）的现象。
• 开始的时候，收益值很高，越到后来，收益值就越少。

• x是自变量，U是因变量，U随x的变化而变化，随着x值的增加，U的增加量在不断减小。

• 特点：非线性关系；
△𝑈

△𝑥
逐渐变小

• 例子：身无分文的人获得100元时的满意度
vs 

身缠万贯的人获得100元时的满意度
△𝑈

△𝑈

△ 𝑈

边际效用



• 次模函数（submodular function）又称“子模函数”或“亚模函数”。

• 次模函数具有次模性（submodularity，即，边际效应一直在减少）。
• 它是经济学上边际效用递减（property of diminishing returns）现象的形式化

描述。

• 给定一个集合函数 𝑓: 2𝑉 → ℝ，其将有限集 𝑉 的一个子集 𝑆 ⊆ 𝑉 映射为
一个实数。
• 定义1：如果对于 𝑉 的任意两个子集 𝑆、𝑇 ，满足：

𝑓 𝑆 ∪ 𝑇 + 𝑓 𝑆 ∩ 𝑇 ≤ 𝑓 𝑆 + 𝑓(𝑇)

则称 𝑓(·) 是次模函数。
• 定义2：对任意的𝑆 ⊆ 𝑇 ⊆ 𝑉 ，并且 𝑒 ∈ 𝑉 ∖ 𝑇，满足：

𝑓 𝑇 ∪ 𝑒 − 𝑓 𝑇 ≤ 𝑓 𝑆 ∪ 𝑒 − 𝑓(𝑆)

则称 𝑓(·) 是次模函数。

次模函数



• 在计算机领域，次模函数的常用性质：
• 性质1. 下面这类“次模函数最大化”问题是NP-hard的：

• 对于一个次模函数𝑓，如果给定一个限制条件𝐶，要求找出一个满足条件𝐶的集合𝑆，使得
𝑓 𝑆 最大。

• 性质2. 对于上述NP-hard问题，可以套贪心模板进行求解（多项式时间）：
• 贪心思路：每次迭代地在解中加入增益最大且满足条件𝐶的元素
• 在第𝑖次迭代时，解为𝑆𝑖 = 𝑆𝑖−1 ∪ 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥𝑒 ∆(𝑒|𝑆𝑖−1) ，

其中∆(𝑒|𝑆𝑖−1) = 𝑓 𝑆𝑖−1 ∪ 𝑒 − 𝑓(𝑆𝑖−1)

• 性质3. 如果一个次模函数𝑓是单调且非负的，即对于任意𝑒 ∉ 𝑆，𝑓 𝑆 ∪ 𝑒 ≥
𝑓(𝑆) 且对于任意𝑆 ⊆ 𝑉 ， 𝑓(𝑆) ≥ 0 ，那么上面的贪心算法找出的近似解的近
似比为(1 −

1

𝑒
)。

• 难点：证明（构造）求解问题的目标函数是一个（单调非负）次模函
数。

次模函数常用性质
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